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Zusammenfassung

Dieser Aufsatz hilt den mathematischen Losungsweg einiger Gedanken
zum R-Theorem Résslers [2] und Résslers Folgerungen daraus [3] fest.
Nach der Erlduterung der Schwarzschild-Metrik in Rossler-Koordinaten
wird die radiale Bewegungsgleichung, die Eigenzeit (endlich), die radi-
ale Beschleunigung und die differentielle radiale Beschleunigung in diesen
Koordinaten hergeleitet.

1 Schwarzschildmetrik in Rossler-Koordinaten

Ausgehend von der Schwarzschildmetrik

2 2m\ !
ds® = (1 — m) dt® — (1 — m) dr? — r2d6? — r?sin? 0 dp? (1)
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verstehe ich Réssler so, dass er die Koordinaten ¢, i, 0, ¢, definiert durch

=1, @)
%:r—rN—&—len%, (3)
o=0 @)
¢ =9, (5)

als diejenigen Koordinaten ansieht, in denen die Physik einer Newton’schen
Intuition am néchsten steht. Dabei ist r eine Konstante, die festlegt, wo i = 0
ist.



Damit bekommt man die Differentiale

dt = dt, (6)
AR = (1 - 2;”>1dr, (7)
do = do, (8)
d¢ = d¢ (9)

und somit die Schwarzschildmetrik in Rossler-Koordinaten
2 2
ds? = (1 - m> dt? — (1 - m) dR2 — 12d9% — r2sin2 0dg?,  (10)
r r

wobei r = r(R) die Umkehrung von GI.(3) ist.
Anders ausgedriickt,

90021—277”7 g11=—<1—2:nn>, ga2 = =17, gsg = —r’sin®0
guv =0, filir p # v. (11)
Im folgenden werde ich gelegentlich die Schreibweise
2=t 2'=R, 2*=60, B=9¢ (12)

benutzen, falls es die Systematik erfordert.

2 Radiale Bewegungsgleichung

Allgemein ist die Bewegungsgleichung eines freien Teilchens

dvt o
mit v* = % und den Christoffel-Symbolen
. 1
Ihs = 3 9" (Dagrs + 05gar — Orgas) (14)

wobei mit der Metrik in G1.(11) fir 4 = 0 nur
1
F81 = F?O = 590031900
ungleich Null sind. Somit ist fiir p =0
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Da die Metrik in G1.(11) diagonal ist, gilt g°° = (goo) ™!, und damit

dov® dgoo o
goo s = T ds v,
Somit
d(goo UO) —0
ds '
Integration ergibt
goo v’ =k, (15)

wobei k eine Konstante der Bewegung ist.
Dividiert man die Metrik G1.(10) durch ds, so erhélt man fiir radiale Bewe-

gung
2 2
1 = goo (UO> + 911 (vl) ) (16)
Da g11 = —goo und mit Gl.(15) wird dies nach Multiplikation mit ggo zu

goo = (900 UO)2 - (900 U1)2

2
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Wenn ein Beobachter bei $y mit v' = 0 zu fallen anfingt, dann ist

Nach v' aufgelost

vl—d%—:l:<k‘2—1+2m>
r

N
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2m
P-1=-———
r(Ro)

und die Radialgeschwindigkeit mit rg = r(Ry)

fir r(R) < 7o.

3 Eigenzeit eines radial fallenden Beobachters

Die Eigenzeit eines radial fallenden Beobachters mit Start-Radius ¥y bis zum
Radius #; ist nach G1.(18) also

R R
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wobei r = r(R) durch GI.(3) gegeben ist.
Um dieses Integral zu 16sen substituiert man ® nach Gl.(3) und G1.(7). Dies
ist nun eine rein mathematische Operation ohne physikalische Bedeutung. Man

erhilt
n=r) fom o\ T3
== [ ()
’r’o:f’(%o) r TO

Die weitere Substitution

bringt mit den entsprechenden Grenzen xy und x;

s:2r0(2m)*%/ 1(7"0 (1—x2))%x*1mdm

zo
1

2 3\ 2 x1
:<m)/ V1 - 22 da. (22)
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Das Integral steht in jeder ordentlichen Formelsammlung:
1

/\/1—x2dx: % 1—x2+§arcsinx.

Betrachten wir einen Beobachter, der bei Ry anfingt auf das Schwarze Loch
zu fallen. Wie lange braucht er, aus seiner Sicht, bis er den Ereignishorizont bei
1 = —oo erreicht?

Die Grenzen sind

r1 =r(—00) =2m nach GL.(3),
x1 =+/1—2m/ry nach GI1.(19),
ro = r(Ro) per Definition,
x9=0 nach GIL.(19).

Die Eigenzeit dieses Beobachters ist also

273 M172 /2 [ 2
5§ = <r0> < m/ro m arcsm 1- m)
2 2
s—ro(qll—m—l—,/arcsm 1—m), (23)
To 7o

mit dem Startwert rg > 2m. Dies ist endlich.
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4 Differentielle Beschleunigung

Man betrachte zwei benachbarte Teilchen in Ruhe mit einem Radialabstand dR.
Wie unterscheiden sich ihre radialen Beschleunigungen?

Zunichst ist die radiale Beschleunigung eines Teilchens in Rossler-Koordi-
naten nach G1.(13), Gl.(14) und Gl.(11)

d 1
ot =y = Tl
1 11 1.1 1 11 0,0
=39 O1griv v — 59 (—01900) V70"

Ist das Teilchen anfiinglich in Ruhe mit v = 0, so ist seine Beschleunigung

1
at = 591131900 (UO)Q

o

wobei der Strich die Ableitung nach  bedeutet.
Da v! = 0, erhiilt man aus GI.(16)

= (1-2)

r

auBerdem aus G1.(7)

or 2m
= =1-= 24
" TR r (24)
und damit m
1
“ (r—=2m)r (25)

Der Unterschied in der Radialbeschleunigung zweier Teilchen an den Orten
R und R + dR ist
da* = a'(R+ dR) — o' (R),
oder die differentielle Beschleunigung
1
2mr' (r —m)
=Tz
2m(r—m) r—2m
- (r—2m)%r2 r

- [27” (1- ’:)} . (26)

mithilfe G1.(24)




Der Term in eckigen Klammern ist in der Ndhe des Schwarzschildradius
r(—o00) = 2m inetwa konstant gleich 1/(4m). Also ist der entscheidende Term
der erste.

Da r = r(R) nur implizit durch Gl.(3) gegeben ist, kann man nicht ohne
weiteres den ersten Term von GI1.(26) gegen R auftragen. Nennt man diesen
Term y, so kann man R gegen y auftragen, indem man nach r auflost,

_ 1
L —
1
r=2m+ —,
Y
dann in GL(3) mit yy = 1/(ry — 2m) einsetzt,
-2
%:r—rN—l—lenJ
TN —2m
1 1
=~ — tomm?¥. (27)
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Die Abb.(1) zeigt den Verlauf.
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Abbildung 1:  gegen y = 1/(r—2m), G1.(27) auf einer lin-log Skala mit yy = 1,
m = 1. y ist der sich noch stark #ndernden Teil von da'/dR. Die Graphik
zeigt, dass die differentielle Beschleunigung in Rossler-Koordinaten exponentiell
zunimmt, je mehr man sich dem Schwarzschildradius bei 8 — —oo néhert.

Fiir grofle y erhilt man

1
R=——+4+2mlnyy —2mlny,
YN
das heif3t
y o e B2 oo fiir R — —oo. (28)



Damit ist gezeigt, dass die differentielle Beschleunigung aus G1.(26) exponentiell
mit B — —oo ansteigt, wie man es schon aus Abb.(1) erahnen konnte.

Mit anderen Worten, von zwei benachbarten Teilchen verspiirt das dem
Schwarzen Loch néhere Teilchen eine ungleich stérkere Anziehungskraft als das
weiter entfernte, wenn sie nur dicht genug, aber dennoch unendlich weit vom
Ereignishorizont entfernt sind.

Benachbart heifit in diesem Zusammenhang, sofern ich Rossler richtig in-
terpretiere, dass wenn die Teilchen eines Teilchen-Antiteilchen-Paars, das weit
weg vom Schwarzen Loch spontan entsteht, typischerweise einen Abstand d®
voneinander haben, dann haben auch zwei Teilchen in der Néhe eines Schwarzen
Loches typischerweise den Abstand diit.

Es ist somit naheliegend, dass ein Teilchen-Antiteilchen-Paar in der Néhe
eines Schwarzen Loches sehr leicht auseinander gerissen wird. Sie kénnen sich
dann nicht mehr annhilieren.
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